CONTINUITE ET DERIVABILITE DES FONCTIONS REELLES

1 Continuité

Notation. Soit I C R un intervalle ouvert et xg € I. On désigne par I, U'intervalle I épointé en xg, c’est a dire I'ensemble {z € I : x # x¢}.

(" Soient f: Ja,bf C R — R et xy € Ja,b[. On dit que f est continue au

Prop. Soient I, un intervalle épointé en zg et f: I, C R — R une fonction continue.
point xo si lim f(x) = f (z9). Une fonction réelle f: Dy C R — R est dite
r—rxo

Si les limites limg_,,— f (z) et lim o f (z) existent et sont égales au nombre ¢ € R,
alors la fonction définie sur I par

xH{f(x) si @ #

\continue si elle est continue en tout point de Dy.

Prop. 1. La somme, la différence et le produit de deux fonctions contilﬁ\
sur un intervalle sont également continues.

2. Le quotient d’une fonction continue par une fonction continue qui ne s’annule
pas est continue.

3. La composée de deux fonctions continues est continue.

4. La réciproque d’une fonction continue bijective est continue.

5. Les fonctions = — z% (a € R), exponentielle, logarithme, sinus, cosinus, et

l six = xg

est une fonction continue, appelée le prolongement par continuité de f en zg.

Si f: Ja,zo[ C R — R est continue et £ = lim, - f (x) existe dans R, alors la fonction
obtenue comme précédemment en posant f (zg) = £ est une fonction continue, appelée
également le prolongement par continuité (& gauche) de f en zp. On définit de la

le\sfractions rationnelles sont continues sur leurs ensembles de définition. j

méme fagon le prolongement par continuité a droite.

Théoréme des Valeurs Intermédiaires. Soient I un intervalle de R et f : I C
R — R une fonction continue. Alors :

(Formulation 1) L’image f (I) de f par la fonction f est un intervalle de R.
(Formulation 2) Soient a,b € I tels que a < b. Alors, pour tout y compris entre
f(a) et f(b), il existe x € [a,b] tel que y = f (z).

(Formulation 3) Soient a,b € I tels que a < b. Alors la fonction f: [a,b] C I —
[f (@), f (b)] est surjective.

(Formulation 4) Cela reste vrai si a et b sont les extrémités de lintervalle I, méme
st ces points n’appartiennent pas I ou si a ou b sont égaur o too. Il faut alors
remplacer [ (a) par £ = limy_,,+ f (z) et f(b) par L = lim,_,;,— f (x) (si ces limites
existent) : si I = |a,b|, alors, pour tout y strictement compris entre £ et L, il existe
x € la,b| tel que f (z) =y.

Prop. Soit f: I C R — R une fonction réelle continue. Si[a,b] C I, et sif (a)f(b) <
0, il existe x € [a,b] tel que f (z) = 0.

1. Si I =]a,b] avec a,b € RU{—o00,+00}, si € =lim,_,.+ f () et L =lim,_— f (x)
existent, et si £ - L <0, alors il existe x € |a,b| tel que f (x) = 0.

2. Si]a,b[ C I avec a,b € RU{—00, 400}, si f =lim,_,,+ f(x) et L =lim,_,~ f ()
existent, et si £ - L < 0, alors il existe x € |a,b| tel que f (x) = 0.

3. (Théoréme de la bijection) Soit f : I C R — R une fonction continue,
et strictement monotone. Alors f induit une bijection de I sur f(I). De plus, la

—
I

bijection réciproque f~1: f (I) — I est continue sur f (I), strictement monotone et
de méme sens de variation que f.

Théoréme 1.1. Soit f: [a,b] C R — R une fonction continue. Alors la fonction f est bornée. De plus, il existe xg € [a,b] tel que f (xg) soit la plus petite valeur de f
sur [a,b] et il existe x1 € [a,b] tel que f(x1) soit la plus grande valeur de f sur [a,b].

2 Dérivabilité

Définition 2.1. Soient Ja,b[ C R, zg € Ja,b[ et f: ]a,b] — R.



ﬁn dit que f est dérivable au point x si \

lim fx) = f(zo) _ lim [ (xo+h) — f(z0)
h

T—rTo T — X9 h—0

existe dans R. On note alors f’ (z) ce nombre, qu’on appelle dérivée de f

en xgp.

La fonction f est dite dérivable sur |a,b[ si f est dérivable en tout point de

la,b]. La fonction f’définie sur |a,b| par par z — f’ (z) s’appelle la fonction

\@ivée de f. J
Soit f: [z9,b] C R — R une fonction réelle. On dit que f est dérivabm\

droite au point xg si

lim fle) = f(xo) _ lim f(xo+h)— f(z0)

g T — T h—0+ h

existe dans R.  On note alors cette f] (o) cette limite, qu’on appelle la
dérivée a droite de f au point xg.
On définit de fagon analogue la dérivée a gauche f; (zo).

Soient I C R un intervalle et f: I € R — R une fonction réelle. On
dit que f admet un mazimum local (resp. un minimum local) au point
c € I g1l existe r > 0 tel que, pour tout « € INjc—r,c+7], f(x) < f(e)
(resp. f(x) > f(c)). Dans les deux cas, on dit que f admet un extremum
local au point c.

Prop. Soit f : la,b] — R wune fonction dérivable. Si f admet un ex-
tremum local en un point c € ]a, b, alors f' (c) = 0.

Prop. Soient I C R un intervalle, f: I € R — R une fonction deux
fois dérivable, et soit ¢ € I tel que Alors :
1. Si f”(¢) <0, la fonction f admet un maximum local au point c.

@i 1" (¢) > 0, la fonction f admet un minimum local au point c. J

Prop. Si la fonction f: la,b] C R — R est dérivable au point xo € la,b[, alors [ est
continue au point xg. Attention, la réciproque n’est pas vraie.

Soit f: ]a,b] € R — R une fonction dérivable. Soit z¢ € Ja,b[. Alors la droite d’équation
y = f'(z0) (x —x0) + f (zo) s’appelle la droite tangente au graphe I'y de f au point
d’abscisse zg.

Les fonctions f,: z — 2% (a € R), exponentielle, logarithme, sinus, cosinus, et les fractions
rationnelles sont dérivables sur leur domaine de définition. On a :

fie) =0z, e (0) =exp (), W () = 1,
sin’ () = cos (z), cos’ (z) = —sin (z)

Soient f,g: D C R — R deux fonctions dérivables. Alors :
1. la somme, la différence et le produit de f et g sont dérivables et :

(f+9)=1+d, (F-9'=r -9, (f9)'=Ffg+1d.
2. si g ne s’annule pas sur D, on a :

f ’_f’g—fg’_ ) . . 1 /__g/
= | === en particulier : 5 = —-
9 g

3. 81 f: DCR — R et g sont deux fonctions dérivables telle que la composée g o f est bien
définie sur D, alors g o f est dérivable sur D et, pour tout x € D ;

(gof) () =g (f(2)) f (2).

4. Si f: I — J est une bijection dérivable, alors ’application réciproque f~! est également
dérivable pour tout point x € J tel que f’ (f’l (x)) # 0 et, pour tout x € J, on a :

Prop. Soient I un intervalle de R et f: I CR — R une fonction dérivable. Alors :

1. Si f'(x) >0 (resp. f'(x) > 0) pour tout « € I, alors f est croissante sur I (resp. strictement croissante sur I).
2. Si f'(z) <0 (resp. f'(z) <0) pour tout = € I, alors f est décroissante sur I (resp. strictement décroissante sur I).

3. Si f' () =0 pour tout x € I, alors f est constante sur I.




