DEVELOPPEMENTS LIMITES, FORMULE DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITES GENERALISES

1 Développements limités et formule de Taylor

ﬁoient I'C R un intervalle de R, 2o € Ret f: I, CR —R. Soit n € N. O Théoréme (Formule de Taylor). Soient I C R un intervalle ouvert, xy € I et

N

ou ¢ (x — xg) tend vers 0 quand z tend vers zo. On note o((x — x¢)") pour
n f®) (o)
(x —x0)" e (x — o). 0/

dit que f admet un développement limité a l’ordre n en x s'il existe un f: I CR — R une fonction réelle. Soit n € N. Si la fonction f et toutes ses dérivées

polynéme P, (appelé polynéme de Taylor) de degré inférieur ou égal a n et existent et sont continues sur I, alors f admet un développement limité a l'ordre n en
une fonction € qui tend vers 0 & l'origine tels que, pour tout x au voisinage de xo, donné par :
o n _ < f(k) (IO) k n
f(x)=P,(z)+ (x —x0)" e(xr —x0) f(x)—ZT(x_xo) +o((x—z0)").
k=0 ’

Les coefficients ay du polynome de Taylor sont donc donnés par ay =

En général, on écrit P, (x) sous la forme: k!

P,(r)=ao+ai(x—z0)+ - +an(x—120)", ar € R. /

On considére deux fonctions f et g définies sur un voisinage I de 0 € R, admettant toutes les deux un développement limité d’ordre n & l'origine :

Alors :
1.
2.
3.

. Si f est n fois dérivable sur I, alors la dérivée de f admet un développement limité d’ordre n — 1 en 0, dont le polynéme de Taylor est la dérivée de celui de f :

. Pour calculer le développement limité en 0 a Pordre n de 'inverse d’une fonction, on se raméne en général a calculer 'inverse d’un développement 1+ R,, (x) + o (z™),

Rem. Si la fonction f admet un développement limité & ’ordre n au point x, ce développement est unique.
Le développement limité & I'ordre n en xy = 0 des fonctions classiques est donné dans le cours détaillé et dans le formulaire.

fla)=Po(x)+o0(a"), g(z)=Qn(x)+o(").

La somme f + g admet un développement limité en 0, dont le polynéme de Taylor est la somme de ceux de f et g.

Le produit fg admet un développement limité en 0, dont le polynéme de Taylor est constitué des termes de degrés inférieurs ou égaux a n dans le produit P,Q,.

Si f(0) = 0, alors la composée go f admet un développement limité en 0, dont le polynome de Taylor est constitué des termes de degrés inférieurs ou égaux a n dans
le polynéme composé @), o P,.

f'(@) =Py (z) +o ("),

Toute primitive de f admet un développement limité d’ordre n + 1 en 0, dont le polynéme de Taylor est une primitive de celui de f.

ou R, est un polynéme de degré n tel que R,, (0) = 0. On applique pour cela le développement limité de g en posant u = R, () + o (z"™). Le développement
U

1
limité de est donc S, () + o (x™), ou S, (z) est obtenu en gardant les termes d’ordre inférieur ou égal 4 n dans :

1—R,(z)+R%(z) —R3(z)+ -+ (=1)"R" (x).




[Rem. Le développement limité de f a ordre n en xg s’obtient généralement en posant x = o + X, et en développant F (X) = f (o + X) a Pordre n en 0.

Prop. Si f: I CR — R admet au point x¢ € I le développement limité f (z) = ap + a1 (x — o) + an (x — 20)" + 0 ((x — 20)"), avec a,, # 0, alors :

1. la droite d’équation y = ag + a1 (x — x) est tangente au graphe I'y de la fonction f au point d’abscisse z.

2. De plus :

a) si n est pair : si a, > 0, la courbe I'; est localement “au-dessus” de sa tangente; si a,, < 0, la courbe I'y est localement “en-dessous” de sa tangente;
b)si n est impair, la courbe I'y “traverse” sa tangente au point (o, f (zo)) : on dit que ce point est un point d’inflexion.

2 Deéveloppements limités généralisés, développements généralisés a l’infini

ﬁ)it f:Dy CR — R une fonction réelle. \
1. On dit que f admet un développement limité généralisé en un point ro € R a 'ordre n € N si :

by by

n n
(x—20)" (2 — )" x—xo+a0+a1(m_$0)+m+a”(x_x()) Folle=20)7)

flx) =

au voisinage de zg. On parle aussi de développements limités généralisés & droite et & gauche de xg.
2. Si Dy contient un intervalle ]a, +oo[, on dit que f admet un développement généralisé en +oo a l'ordre n € N si

a a ay, 1
f(a:)szxp+bp_1:cp‘1+--~+b1m+ao+;+x§+---+xn+o()

x’ﬂ

kau voisinage de +00 (c’est a dire pour z assez grand). On a la définition analogue au voisinage de —oo.

AN

/ Rem. 1. Pour obtenir un développement limité (généralisé ou non), on pose x = xo + h, en utilisant les déloppements limités classiques quand h tend vers 0.

1
2. Pour obtenir un développement limité généralisé au voisinage de I'infini, on pose X = —, et on utilise les développements limités classiques quand X tend vers 0.
x

3. Dans les deux cas, le resultat final doit étre exprimé en la variable = (c’est & dire a P'aide de puissances positives ou négatives de (z — xo) dans le premier cas, et a
@ide de puissances positives ou négatives de = dans le deuxiéme cas).

ﬁ)éf. Sif: Dy CR — R admet en 00 le développement limité généralisé : \

a a a 1
f(x)—bpx’”rbp_w”1+~-~+blx+ao+xl+x§+~~+xj§+o(mn)7

on dit que la courbe d’équation y = b,a? + b,_12P "1 + -+ + bix + ag + L+ 5 + -+ 2% est asymptote au graphe de f a l’ordre n en +oo. En particulier, si :

fx)=bix+by+o0(l),

\%dit que le graphe de f admet en + I’asymptote oblique d’équation y = b1z + ag. j




