LIMITES DES FONCTIONS

1 Limites, définitions

Notation. Soit I C R un intervalle ouvert et xg € I. On désigne par I, 'intervalle I épointé en xg, c’est a dire I'ensemble {z € I : x # x¢}.

ﬂ)ien‘c I C R un intervalle ouvert, oy un élément de [ et f: I;,; € R — R un
fonction réelle. Soit £ € R. On dit que f a pour limite ¢ quand z tend vers x
(ou que f (x) tend vers { quand x tend vers xg) si, pour tout r > 0, il existe un

nombre h > 0 tel que :

x €l et |r—xo| <h=|f(x)—{ <r.

On écrit :
achlg;lo fz)=¢.
1. Soit f: Ja,zo] C R — R. On dit que f tend vers ¢ quand z tend vers z

a gauche, et on note lim f(x) = ¢ si, pour tout r > 0, il existe h > 0 tel que
T—T

a<xg—het:
xo—h<z<zyg=|f(z)—{ <r

. Soit f: Jzg,b] C R — R. On dit que f tend vers ¢ quand x tend vers x
a droite, et on note lim+ f (z) = € si, pour tout r > 0, il existe h > 0 tel que

xo+h<bet:

1. Soit f: Ja,zo[ C R — R. On dit que f (z) tend vers +co quand = tend ver
zg (resp. f(x) tend vers —oo quand = tend vers z; ) si, pour tout A € R, il
existe h > 0 tel que a < zp — h et :

xo—h<a<zy= A< f(x) (resp. f(z) < A).

2. Soit f: Jxo, b C R = R. On dit que f (z) tend vers +oco quand = tend vers
zg (resp. f(x) tend vers —co quand z tend vers x{) si, pour tout A € R, il

existe h > 0 tel que xp +h < b et :

o<z <wzg+h= A< f(x) (resp. f(x) < A).

Dans les deux cas, on dit que le graphe I'y de f présente une asymptote verticale
\au\point T = xg.

ro<z<zo+h=|f(z)—L <r

\ /

it f: ]Ja,4+00o[ C R — R une fonction réelle, et £ € R.
On dit que f (z) tend vers £ quand = tend vers +00, et on note
x

/Soi

1.

r>A=|f(x)—{ <r

lim f(x)=

2. On dit que f (z) tend vers +o0o quand x tend vers +o00, et on note 1o
Tr—r+00

que :
x>A= f(z) > B.

lim £ (a)

Tr—r+0o0

3. On dit que f (z) tend vers —oo quand x tend vers +o00, et on note

que :

x>A= f(z) <B.

lim f (x) = ¢ si, pour tout r > 0, il existe A > a tel que \
—+00

—+00, si pour tout B € R, il existe A > a tel

—00, si pour tout B € R, il existe A > 0 tel

/




2 Limites, propriétés

Proposition.
1. Si une fonction a une limite (ou une limite & droite ou & gauche) en un point, cette limite est unique. On peut donc parler de “la” limite (ou de “la” limite & droite ou a
gauche) d’une fonction en un point.
2. Soient f,g: I, € R — R deux fonctions réelles telles que f < g sur I, c’est a dire telles que f (z) < g (x) pour tout = € I,,. On suppose que les fonctions f et g
admettent une limite quand x tend vers xg. Alors :
lim f(z) < lim g(z).

T—To T—xTo

3. On considére trois fonctions f, g, et h définies sur 'intervalle épointé I, C R telles que f < g < h sur I, (c’est a dire telle que f (z) < g(x) < h(z) pour tout x € I,).
On suppose que f et h ont la méme limite £ quand = tend vers xy. Alors g (z) tend également vers £ quand = tend vers x.

Proposition. Soient f,g: I,, CR — R telles que limy_,, f (x) =€ et limy—,p, g () = k. Ici £,k € RU{—o00,+0}. On a :
L limesry (7 (@) 9 (0) =+ T, (7 (1) (2) = £ x .

2. 81 f(z) #0 pour x € I, , limy_,z, o) =7

3 Limites classiques

Proposition. (a € R).

Proposition (comparaison exponentielle, puissances, logarithme).

sinx 1—cosz 1 1
li _ 17 li e li 1 T — ol cR ; T 1
LA AT Al (trent = e powr e €R) lim & = oo, tim 20 o @>0)
r—+o0 T? r—+4o00 ¢
In (1 -1 1 “ -1
lim In(+2) =1, lim a =Ina (pour a >0), lim % lim ez%*=0, lim In(zx)z®=0, (a>0)
z—0F T z—0F x z—0+F T T——00 z—0t

4 Fonctions équivalentes

Soit g € RU {—o00,+00}. On dit que deux fonctions réelles sont équivalent%

quand  tend vers xg, et on note f ~ g (ou f (z) ~ g (x)), si f (@) — 1. @position. On considére deux fonctions réelles f et g. \
zo %o g (x) z—wo 1. Soient f et g deux fonctions qui tendent vers linfini quand x tend vers xq, telles
Sif~g,etsilim x) = ¢, alors lim, x)=/{.
/ 20 ? A e=20 9 (7) j que f domine g au voisinage de xg, c’est a dire que ?(I; — 0. Alors f4+g ~ f.
T) x—xo o
2. Soient f1 et g1 deux fonctions réelles telles que f ~ f1 et g ~ g1, alors f-g ~ f1-g1
o xo ZTo

1
22 pn particulier, — ~ —

N
et — ~ .
K g1 %0 g g1 20 g /

Remarque. Dans la détermination de la limite d’une somme de deux fonctions, contrairement au cas des produits ou des quotients, on ne peut pas remplacer l'une des
fonctions par une fonction équivalente
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