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1 Limites et continuité

Proposition (encadrement). On considére trois fonctions f, g, h définies sur un intervalle ouvert I C R telles que [ <
g < h surl.
1. Si f et h ont la méme limite ¢ (finie ou infinie) au point ¢ € R, alors g () tend vers ¢ quand x tend vers c.
2. Sil=]a,+o0[ et si f et h ont la méme limite ¢ (finie ou infinie) quand x tend vers +oo, alors g (z) tend vers £ quand
x tend vers +00.
3. Sil=]—oc0,af et sif eth ontla méme limite ¢ (finie ou infinie) quand x tend vers —oo, alors g (z) tend vers £ quand
T tend vers —oo.

Opérations sur les limites de fonctions. Soient f et g deux fonctions telles que lim f (z) = ¢; et lim g (z) = ¢5.
Tr—cC Tr—cC

(c € Rou ¢ = +o0). Alors
1. Somme de deux fonctions :

)
(b) $i 3 = €2 = +oc, lim (£ () + g (x)) = +00
(c) Sity =ty =—00, Cll_)mc(f (x) +g(z)) = —o0.
(d) Sify =4ooet by =—00, lim (f (z)+ g (x)) est indéterminée.

2. Produit de deux fonctions :
(a) Sifty, 0 €R, glclir}:f (x) g (z) = l14s.
(b) Si ¢y = to00 et o € R*, alors i;nle () g (x) = £oo (suivant la régle des signes).
(¢) Sit; = +o0 et £y =0, alors il_>mcf (z) g (z) est indéterminée.
3. On déduit les regles sur le quotient de deux fonctions des régles précédentes. En particulier :

(a) Sif; =0et fy =0, alors lim f(z) est indéterminée.
Tr—c g x

(b) Si ¢y = 400 et £o = £o0, alors lim @)

est indéterminée.




Fonctions équivalentes.

Définition. Deux fonctions f et g sont équivalentes en un point ¢ € R si f (z) = g(z) (1 + ¢ (z)) au voisinage de ¢ et

lim, .e(x) =0.
x
Si g ne s’annule pas au voisinage de ¢, cela revient a lim @)
z—c g (x)

= 1. On note f ~ g (ou simplement f ~ g si ¢ est
C

sous-entendu).

Proposition. On ne change pas la limite d’un produit ou d’un quotient de deux fonctions en un point si on remplace
l'une de ces fonctions par une fonction équivalente.

L f~fretg~g = fg~ fig.

2. f~fi= % ~ fl—l (si f et f1) ne s’annulent pas au voisinage de c.

3. [~ fi= anf{aneN‘

4. f~fi=>f*~ fl, a€R, si f et fi sont strictement positives au voisinage de c.

Remarque. Attention : f ~ fi et g~ g1 % f+ g~ fi +g1. De méme, f ~ f1 % ef ~eft.
Enfin, f ~ fi ZInf ~1n f.

Limites fondamentales. Soient deux polynémes P (z) = ag+ a1z + - - +apz? et Q (x) = by +bix + - -+ byxd. Alors :

0 sip<gq
lim P(z): 2 sip=gq lim P(z):@
z—too Q () b z—0% Q () bo
+oo sip>gq
1 .
lim xsin () =1 lim ST 1
T—Foo x z—0t X
1 1 1— 1
lim 2% (1—cos| =~ = - lim LTSt 2
z—+too T 2 z—0% 22 2
lim (1 + E) = e lim (1+ a:c)% =e* (a€eR)
x—Foo x z—0F
1 In(1
lim x(ln(l—l—)):l lim n ( —I—x)_
x—Fo0 x r—0* x
. 1/z : a®—1
lim =z (a — 1) =Ina lim =lna (a>0)
T— o0 x—0F x
1\“ 1 |
lim z<<1—|—> —1>=a fim OFTD =L, (a €R)
r—+oo x r—0*E x

Proposition (Fonctions composées). Soient deux fonctions f et g et ¢ € R tels que f soit continue au point c et g soit
continue au point f (¢). Alors la fonction composée g o f est continue au point c.

Théoréme (Valeurs intermédiaires). Soient I C R un intervalle et f: I — R une fonction continue. Soient a,b € I tels
que f (a) < f(b). Alors, pour tout y € [f (a), f (b)], il existe x € [a,b] tel que f (z) =y.
Autrement dit : ’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Corollaire. Soit f: [a,b] = R une fonction continue telle que f (a) f (b) < 0. Alors il existe ¢ € |a, b[ tel que f (c) = 0.

Théoréme (de la bijection). Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I C R. Alors :
1. f induit une bijection de I sur f (I).
2. De plus sa bijection réciproque f~! est continue, monotone, et de méme sens de variation que f.

Equivalents usuels.

72

sin(x)zx, 1fcos(x)3?, e‘”flgz, ln(1+x)?z, (1+x)a713ax(poura€R*)

P
P (z),Q (z) fonctions polyndémes —> ﬂ ~ quotient des termes de plus haut degré

Q () +oo



2 Dérivées

Proposition. Soient f et g deux fonctions dérivables d’une variable réelle, de domaines de définition respectif Dy et Dy,
et si A € R. Alors :
1. Les fonctions f + g, \f et fg sont dérivables, et on a :

(f+9) =1 +d, N =X (f9) =g+ fd
2. Si f(Dy) C Dy, alors go f est dérivable sur Dy et
(gof)' =f x(dof).

3. SiDy =1 (o0 I est un intervalle) et si f'(x) # 0 pour tout x € I, alors f est bijective sur I, alors, pour tout x € I,
Uapplication réciproque f~1 est dérivable en f (z) et on a :

v 1
Ce qu’on écrit également, en posant y = f (z) € f (I) :
—1y/ _ 1
U ®= 5oy
Dérivées fondamentales et composition.
(a") = na"! (F) (@) = nf" "t (2) f ( ) pour n # —1
(e®) =e® (ef(j”)) = f' (z)ef®
(a®) = a”*In (a) (af@)" = af @ In (Ia) ( ) pour a >0
(nz) =1 (In (f(z >> =&
sin’ (z) = cosx (sin f (z ))// = f'(z)cos (f (x))
cos x——sinx (cosf(z)) =—f"(x )sm(f(x))
tan’ © = 00:32 =1+tan’z (tanf(z)) = f' () (1 + tan? (f (2)))
arcsin’ (z) = 11_£2 (arcsin (f (z)))" = \/%
/ — r_ f'(x)
arccos’ (z) = — 117952 (arccos (f (x))) = fﬁ
arctan’ (r) = 132 (arctan (f (z))) = 1if(f()$)
sinh’ (z) = cosh () (sinh (f (x)))’/ = f'(x) cosh (f (z))
cosh’ (z) = sinh () (cosh (f (x))) = f' (z)sinh (f (z))

Proposition (Dérivée et sens de variation). Soient I C R un intervalle et f une fonction dérivable sur I. Alors :
Si f' () > 0 pour tout x € I, f est croissante sur I.

Sz f’ (x) <0 pour tout x € I, f est décroissante sur I.

f'(x) =0 pour tout x € I, f est constante sur I.

(x)

(z)

.G’.O"P.“.Nt—‘

Sz f'(x) > 0 pour tout x € I, f est strictement croissante sur I.

Si f' (x > 0 pour tout x € I, f est strictement décroissante sur I.

Si f (¢) = 0 pour un point xg € I, alors ¢ est un mazimum local, ou un minimum local, ou un point d’inflexion de f.
(a) Si f"(¢) <0, la fonction f admet un maximum local au point c.

(b) Si f” (c) > 0, la fonctionf admet un minimu local au point c.

(c¢) Si f"(c) =0, une étude plus poussée est nécessaire.



3 Fonctions classiques

3.1 Fonctions puissances z € R} — f (z) = 2" =", r € R.
1. Dérivées. f'(z) = ra" L

2. Monotonie. Pour r > 0, f () est croissante de 0 & +oo. Pour r < 0, f () est décroissante de +oo a 0.
3. Limites.

1
(a) b>0= lim n—f:(); lim 2%In (z) = 0.
r—+0o0 T z—0t

(b)y a>letbeR= lim a—beroo.
r—+o0 I

|
(¢c) a<l= lim 2T 0.
rz—+oo q%

3.2 Homographies z € R\ {—d} — Zﬁj

1. Limites.

(a) Sib—ad>0: lim oz +b =a, lim sz +b = —o00, lim oz +b = +400.
r—oo T + db c—d= T+ db z—d+ T+ db
(b) Sib—ad <0: lim b _ a, lim ar + = +oo, li az + = —00.—

z—>(:i:;>o r+d z—d—- T +d ac—>clJr r+d
b n 1 !
)y gy U

2. Dérivées. (

3.3 Fonction logarithme népérien = € R — In ()

1. Définition. In' (z) = L et In (1) = 0.
2. Propriétés algébriques. Va,b € R*, Vr € Q : In(ab) =In(a) +In (b), In(a") =rln(a), In(a/b) =1n(a) — In(b).
|
3. Limites. lim In(z) = —oco, lim In(z) =400, lim zln(z) = n(z) =0.
z—0F z—-+00 z—0+ x~>+oo x
4

. Monotonie et dérivées. In est strictement croissante. In’ (z) = 1 ln(" (z) = (=) 7 Ve > —1, In(1 + z) < .

3.4 Fonction exponentielle t € R — e” > (

1. Définition. exp est la réciproque de la fonction In.

) . 1 e?
2. Propriétés algébriques. Va,b € R, Vr € Q : e?tt =%, e = (&%), e7? = —, et = -
e e
X
3. Limites. lim e =0, lim e =400, lim ze® =0, lim — = +o0.
T——00 r——+o0 T——00 r—+oco I

4. Monotonie et dérivées. exp est strictement croissante. exp(™ = exp. Vz € R, 1 + z < 7.

3.5 Fonction partie entiére r e R+— E (z) € Z

1. Définition. F (z) est le plus grand entier inférieur ou égal a x.
2. Monotonie et dérivées. La fonction E est croissante et non continue.

3.6 Fonctions trigonométriques.

in (x)
os (z)

cos est 2m-périodique est paire, sin est 2w-périodique et impaire. La fonction tan: z +— est définie sur R\
{Z +km: k € Z}, et impaire.

1

s ! : l 2
in’ = cos, cos’ = —sin, t = 1+ta = > 0.
sin’ = cos, cos sin, tan’ (z) + tan” () o (2)
cos(m—x) = —coszx sin (m — x) =sinz tan (m — ) = —tanz
cos(m+x)=—cosz sin(r+x)=—sinz tan (7 + ) = tanx

)
cos(m/2 —x)=sinz sin(n/2—2x)=cosx tan(w/2 —x)=1/tanz
cos(m/2+x)=—sinx sin(r/2+x) =cosz tan(n/2+ x)=—1/tan(x)



Formules d’addition

cos (a + b) = cos (a) cos (b) — sin (a) sin (b) cos (a — b) = cos (a) cos (b) + sin (a) sin (b)
sin (a + b) = sin (a) cos (b) + cos (a) sin (b) sin (a — b) = sin (a) cos (b) — cos (a) sin (b)
tan (a) + tan (b) tan (a) — tan (b)

an (a +b) 1 — tan (a) tan (b) an (e —b) 1 — tan (a) tan (b)
—b b -b b
cos (a) + cos (b) = 2 cos (a2 )cos (a—2|— > cos (a) — cos (b) = —2sin ¢ sin = a—2|—
b -b -b b
sin (a) + sin (b) = 2sin (a;r cos (a2 > sin (a) — sin (b) = 2sin a2 cos (a; )
cos (2a) = cos? (a) — sin? (a) = 2cos? (a) — 1 = 1 — 2sin? (a) sin (2a) = 2sin (a) cos (a)
2tan (a
tan (2a) = ——=-—
1 — tan? (a)
Linéarisation.
S b s(a—1b 5 (@ — b) — cos b i b) + si -b
cos (a) cos (b) = cos (@ +b) ;COb (e ), sin (a) sin (b) = cos(a—b) 5 cos (@ + ), sin (a) cos (b) = sin (a + b) ;bm (a—b)
Formules avec ’angle moitié. Si¢ = tan (%), alors cos (a) = 1_7152 sin (a) = 2 tan (a) = 2t .
27 1+t 1+t 1—1¢2
Fonctions circulaires réciproques
1
_ . _ o 7 T . . . -/ _
1. y=arcsinz, -1 <2 < 1& z =sin(y), —5 <y < 7. arcsin est impaire et arcsin’ (z) = 7\/@
1
2. y=arccosz, —1<zx<1& x=cos(y), 0 <y <. arccos’ (1) = ———.
y (), 0<y (z) Vi 1
3. y =arctanz, r € R & z =tany, —5 <y < 5. arctan est impaire et arctan’ (z) = 152
x
4. x € [-1,1] = arcsin (x)+arccos (z) = 5.z > 0 = arctan (z)+arctan (1/z) = 7/2. 2 < 0 = arctan (z)+arctan (1/z) =
—7/2.
Simplifications avec les fonctions circulaires réciproques
1. sin (arccos (z)) = cos (arcsin (z)) = V1 — 22, x € [-1,1].
1 x
2. cos (arctan (x ——— ;sin(arctan () = ——, ¢ € R.
(orctan () = g s oim(aweten () = Fmg
3.7 Fonctions hyperboliques
T —x T _ - inh r _ ,—x 21_1
1. coshz = i7 sinhz = u, tanhx = sy © ¢ = ¢ . cosh est paire, sinh et tanh sont
o 2 2 coshz e*+e® 241
impaires.
1
2. cosh’ (z) — sinh® (v) = 1; coshx + sinhz = e”; 1 — tanh® (z) = ———.
cosh” (z)
3. sinh’ (z) = cosh (z), cosh’ (z) = sinh (z), tanh’ (z) = =1 — tanh? ().

cosh? (z)
Formules d’addition
cosh (a + b) = cosh (a) cosh (b) + sinh (a) sinh (b) cosh (a — b) = cosh (a) cosh (b) — sinh (a) sinh (b)

sinh (a + b) = sinh (a) cosh (b) + sinh (b) cosh (a) sinh (a — b) = sinh (a) cosh (b) — sinh (b) cosh (a)

__ tanh(a)+tanh(b) __ tanh(a)—tanh(b)
tanh (CL + b> - ljtargh(a) ?anlg(b) tanh (a’ - b) - 1jtanh(a) tdanh(b)



4 Développements limités

Développements limités usuels.

n 2 3 4

In(1+ z) :;(q)ﬂwuo(z”) —z— %y% _ %+...+(,1)n+1%+0(xn)
1n(1—x):—§xk+o(x”):—x—f_f_24 ..... 2" + o (z")
no R n
ex_kzzog"‘o(xn):l‘f'x-i-a-i-g-i-ﬁ-i- +—+o(a™)
sin () = ; (0 ey o) = r = e (U o (0 )
cos (z) = ]:0(1)'“ (”;:;! +o(a™H) =1- %2 + g—i +o ()" (Z:;! +o (22
tan (2) =x+”§’+%+ e o)
arcsin (z) = 2 < 2/2) 2;?1 +o(a®F?) =z + %3 + % ot '<111/2) ;::11 + o (z°"2)
arccos (z) = m — arcsinx
o= B e e B ok
cosh (z) = 1:0 é:;, +o(z?t) =1+ %2 + ;%: +--- 4+ (;:;' + o (z*"*h)
tanh () = — :E; + % — 1371x57 o ($8)

(1+2)" _Z( )x +o(x )_1+ax+a(a2_1)x2+a(a_lé(a_Q)xBJr.._Jr(Z)mmro(xn)

1
:Zxk—l—o(m"):1+x+x2+$3+~--+x”+o(x")

1
:Z(fl)kkaro(x"):1fx+x2fx3+x4+~~+(fl)nx"+o(x”)

Notation. On écrit f (z) =¢e(z)si f: ]—a,a[\ {0} CR = Reet lim,_,, f (z) =

Définition. Soit f: ]—a,a[\ {zo} C R = R. On dit que f admet un développement limité d’ordre n en x, s’il existe
un polynéme P,, de degré n tel que

f(x)="P,(x—w0)+ (z —10)" e (x — x0) .
Remarque. Dans la définition précédente, le polynéme P,, s’il existe, est unique.

Théoréme (Taylor). Si une fonction réelle f et toutes ses dérivées jusqu’a ordre n sont définies et continues en tout
point d’un intervalle ouvert contenant le point a, alors f admet le développement limité o 'ordre n au point a donné

par :
Z
=0

ot lim, 4 € (x —a) = 0. On note également o ((x — a)") la quantité (x —a)" e (x — a).

(®) (

(z—a)+ @z —a)"c(z—a),



Reégles de calcul pour les développements limités. Soient n un entier et I un intervalle ouvert contenant 0. Soient
f et g deux fonctions définies sur un intervalle I, admettant chacune un développement limité d’ordre n en 0O :

Alors :

1.

La somme f 4 g admet un développement limité d’ordre n en 0, dont le polynéme de Taylor est la somme P, + Q.

2. Le produit fg admet un développement limité d’ordre n en 0, dont le polyndéme de Taylor est constitué des termes de

degré inférieurs ou égaux a n dans le produit P,Q),.

Le quotient f/g admet un développement limité d’ordre n en 0, dont le polynome de Taylor s’obtient par division par
puissances croissantes jusqu’a Uordre n de P, par Q.

Si g (0) = 0, la compsée fog admet un développement limité d’ordre n en 0, dont le polyndéme de Taylor est constitué
des termes de degré inférieurs ou égaux a n dans le polynéme composé P, o Q.

Si f est n — 1 fois dérivable sur I, dont la dérivée n-iéme en 0 existe. Alors la dérivée f’ admet un développement
limité d’ordre n — 1 en 0, dont le polynéme de Taylor est la dérivée de celui de f : f'(z) = P.(x) + o(z™~1).

Toute primitive de f admet un développement limité d’ordre n+ 1 en 0, dont le polynéme de Taylor est une primitive
de celui de f.

Développements limités généralisés en un point et & I’infini. La fonction f admet un développement limité
généralisé en un point xo € R a l'ordre n € N si :

b bp— b n n
f(l“):(x_};o)p"‘(x };1)17*1+"'+x,11,0+a0+a1(m_w0)+"'+an(x_$0) +o((z—m0)")
— o

au voisinage de xg.

Si Dy contient un intervalle ]a, +00], la fonction f admet un développement généralisé en +o0o a ordre n € N si

a a an 1
f(x):bpxp+bp1$P—1+...+b1x+a0+1+§+...+n+0<n>
x xr T x

au voisinage de 400 (c’est a dire pour z assez grand). Définition analogue au voisinage de —oo.



5 Primitives et intégrales

Définition. Soit I un intervalle de R. Une fonction f: I — R est integrable si il existe une fonction dérivable F': I — R
telle que F' = f. Un telle fonction F est une primitive de f.

Proposition. Soit f: I — R.

1. Si f est continue, elle est intégrable.

2. Si F est une primitive de f et ¢ € R, alors F + ¢ est une primitive de f.

3. Toute primitive de f est de la forme F + ¢ pour une certaine constante c € R.

Notation. On note f f une primitive quelconque de f.

Remarque. Sia € I, alors F (x f f (t) dt est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

Proposition. Soient f,g: I — R deux fonctions intégrables et k € R, alors :

/(f(x)-l-g(x))dm:/f(w)dx—i—/g(x)dx et /k:f(ac)da::k/f(ac)dm

De méme, si f : I CR — C, alors [R(f (z))dz =R ([ f(z)dz) et [S(f (z))dz =S ([ f (z)dx).

/e‘”da: =e" +¢,
1

cosxdr = sinx + ¢, / dzr =tanz + ¢,

Primitives fondamentales.

l.n+1
/x"dx: w1 + ¢ pour n # —1,

/sinxdx = —cosx +c,

[
/
A A
[~

a®dz = (log, e) a® + ¢

1
/ ——dxr = —cotz +c
x

—dz =1In|z| + ¢,
x

cos? x

dz = argshz + ¢, dz = arctanx + ¢ cosh xdx = sinhz + ¢

\/1+m 14 2?2

V1— a2 )
dx—tanhx—i—c /jdx:cothx—l—c
sinh” x

sinh xdx = cosh x + ¢,
cosh

Proposition (integration par changement de varlables). Soit F' une primitive de f et soit g une fonction dérivable. Alors
la fonction f (g (x)) g’ (x) est intégrable et

[Ha@)g @ =F

Donc cette intégrale se calcule en posant u = g (z) et du = ¢’ (z) dz.

(9 (2)) +c.

Proposition (intégration par parties). Soient f et g deux fonctions dérivables. Alors :

[1@g @ie=f@g@- [ 1@ d

N (x)
D (x)

On considére une fraction rationnelle dont on cherche une primitive.

(x) + R (x), on obtient

Intégration des fractions rationnelles.

1. Par division euclidienne N (z) = @ () D

N(z) _ R ()
Do) Q(x)+ D) avec deg R (z) < deg D (x).

2. On écrit D (x) sous la forme D (z) = ¢(z —ay)™ -

. (:L- — ak)mk (‘7}2 —+ bl:f —+ dl)nl . (5[;2 + bhx + dh)nh 5 puiS on

décompose la fraction N((i) sous forme d’éléments simples :
R (CL’) A1’1 Al,m1
N(z) (z—a1) (x—ay)™
+-+
Apa - Ak

(x — ag) (x —a)™™"
Biiz+Cia Bin,z+Cin,
224+ bz +c (22 + bpyw + 7)™
Byix + Ch71 Bhp,x + Ch,nh
2 + bz + cp, ($2 + bpx + Ch)nh

ou les A; ;, B;

i,

i, et C; ; sont des nombres réels.



A Bz +C Bx+C
1. On intégre des termes de la forme , T i ; s
xr—a (x—a) x2+br+c (ax?4+br+c)

A A
/ do =Aln|x —a|+¢, / =do = — +c
a (z —a) (1—n)(z—a)

—. Pour cela, on a

u (z dt
et les autres termes se rameénent a calculer des intégrales du type / ( )dx et / —F,n €N
u(x) (1+1t2)

Fonctions f (z) = R(sinz,cosx), ou f est une fraction rationnelle (régles de Bioche). On raméne

1. Si f(—x) = —f (z) : a l'aide de la relation cos? z 4+ sin? 2 = 1, on écrit f (z) = sin (z) A (cosz), ou A est une fraction
rationnelle. On pose u = cosz.
2. Si f(r—a) = —f(x): alaide de la relation cos? x +sin® z = 1, on écrit f (x) = cos (x) B (sinz), oit B est une fraction

rationnelle. On pose u = sin x.

3. Si f(r+2) = f(x): on écrit cosz = sinz/ tanz et sin®z = tan? 2/ (1 + tan? z). On se raméne ainsi & une fraction
F (tanz). On pose u = tanx, dz = du/ (1 + u?).

4. Sinon, on pose u = tan (%), et cosz =
rationnelle en u.

tanz = 245, dr = 24%  pour se ramener en une fraction

sinx = Tz T

1—u 2u
14u?? 14u??

Intégration d’expressions diverses. Ici, F' est une fraction rationnelle.
1. f(x) = F(e®,sinhx, coshz,tanh z) dz : on pose u = €*, du = udz, on se rameéne a une fraction rationnelle en wu.

b b—dy” d—b
2. fx)=f (a:, v/ M) dx :onposey = { ar + ,donc x = L ,etde = uny”_ldy : fraction rationnelle
cx+d cx +d cy” —a (Cyn B a)2

en y.

mp

3. f(x) = F x,xﬁ,...,z"v ) On pose n = pged (ng,...,n,), © = t" et donc do = nt"~'dt. On se raméne & une

fraction rationnelle en t.
4. f(x)=f (m, vax? + bx + c) dz. On se raméne & une des intégrales du type précédent, aprés mise sous forme canonique :

(a) Vt2+1:t=sinhu et vVt +1 = coshu.
(b) Vt2 —=1:t==+coshu (u>0)et vVt —1 =sinhu;
(¢) V1 —12:t=sinu ou cosu.
Proposition. Soit f: [a,b] — R une fonction continue et F une primitive de f. Alors fabf(x) dz = F (b) — F(a)

représente l'aire de domaine compris entre le graphe I'y et l’axe des absisses, comptée positivement pour la partie située
au-dessus de l’axe des absisses et négativement pour la partie située au dessous.

Proposition (Relation de Chasles). Soient f une fonction intégrable sur [a,b] et ¢ € |a,b[. Alors

/abf(x)dx—/acf(x)dxqt/cbf(x)dx.
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